New Approximate Formulae for Hopf\u27s Function by 吉岡 一男 & Kazuo Yoshioka















































































































































































































? q（τ） ? q（τ） τ q（τ）
0．00 0．5773502700．80 0．6935339453．00 0．709807751
0．0ユ 0．5882354750．85 0．6949861103．20 0．709955672
0．02 0．5953908020．90 0．696293233．25 0．709986731
0．03 0．6012413850．95 0．6974726893．40 0．710068189
0．04 0．6062862791．00 0．6985393183．50 0．710U4019
0．05 0．6107574131．10 0．7003833833．60 0．710154103
0．06 0．6147887671．20 0．7019083093．75 0．710205066
0．07 0．6184672951．25 0．7025713903．80 0．710219928
0．08 0．6218537571．30 0．7031770834．00 0．710270519
0．09 0．624992852L40 0．704238341．20 0．710309510
0．10 0．6279187381．50 0．705130143．25 0．710317783
0．15 0．6401333271．60 0．7058826124．40 0．710339639
020 0．6495504111．70 0．7065198284．50 0．710352048
0．25 0．6571195641．75 0．7068014354．60 0．710362975
0．30 0．6633660421．80 0．7070612034．75 0．710376979
0．35 0．6686167061．90 0．7075225034．80 0．710381089
0．40 0．6730912552．00 0．7079166195．00 0．710395177
0．45 0．6769453312．20 0．708543868．00 0．710430782
0．50 0．6802935812．25 0．7086731207．00 0．710441364
0．55 0．6832230362．40 0．7090077688．00 0．710444601
0．60 0．6858013582．50 0．7091931159．00 0．710445613
0．65 0．6880821842．60 0．70935336710．00 0．710445935
0．70 0．6901087222．75 0．709554426
0．75 0．6919162582． 0 0．709612娃55
（26）
（27）
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where　ak’s　are　defiRed　by　the　following　expansion，
　　　　　a，，　：2（　　1il］　r　11＋計計’…＋2P－1）＋一i13一，　（2s）
aRd
　　　　　a2p＋i＝2（i＋g＋一ll＋’’’’”＋一2“ljLtiTi）＋一2－i；tiFri，　（29）
　　　　He　obtained　the　following　values　for　the　coefficieRts　Ao，　A2，　’’’’”，　A6　：
　　　　　A，　＝O．7104471　A，＝　一〇．283903；　A，＝　O．642454；　A，　＝　一1．224316
　　　　　A，　＝1．423034；A，　＝＝　一〇．590226．　（30）
　　　The　accuracy　of　the　calculation　by　the　sixth　order　formula　and　the　sixth　order
lambda　iterated　formula　with　these　coefficients　is　showR　in　figure　1．　This　is　obtained
by　comparing　the　calculated　q（T）　values　by　these　formulae　with　the　q（r）　values
calculated　by　Yoshioka　（1985）5）．　The　calculation　by　these　forrnulae　is　done　with　a
personal－computer　PC－9801　VM　2　（NEC）　with　deuble　precision　floatiRg　number．　The
program　is　written　in　BASIC．　The　q（T）　vaslues　calculated　by　Yoshioka　（1985）5）　are
listed　in　table　1．　As　is　shown　in　figure　1，　the　accuracy　of　this　sixth　order　lambda
iterated　forrnula　is　better　thaR　that　of　this　sixth　order　formula　for　T；El　4．0　aRd　vice
versa　for　T＝＞4．2．　The　errors　in　the　q（T）　values　calculated　by　the　sixth　order　formula
seem　to　be　dge　to　the　inaccgracy　of　the　formula，　while　the　errors　in　the　q（T）　va｝ues
calculated　by　the　sixth　order　lambda　iterated　formula　seem　to　be　due　to　the　round　off
errors　of　the　computer．　The　accuracy　of　this　sixth　order　formula　for　T　k　4．25　is　±
1　．　5　×　10m‘　O／o　and　th　at　of　this　sixth　order　lambda　iter　ated　formula　for　T　〈＝　4　．　25　is　±　2　．　6　×
10－4％．
EII．　［i］he　Approxiptkate　Formuga　by　Shinezuka
　　　AccordiRg　to　the　method　by　Kourganoff　（1952）3），　Shinozuka　（1991）6）　obtained　the
eighth　order　formula　and　the　eighth　order　lambda　iterated　formula．　He　chose　as　a
sequeRce　of　m　discrete　T　values　the　same　values　as　Kourganoff　（1952）3）．　He　calcu－
lated　the　values　of　dij（r）’s　and　aj（T）’s　also　by　the　same　formulae　as　KourgaRoff
（1952）3．　He　solved　the　system　of　normal　equations　by　the　iterative　fRethod　using　the
initial　value　which　was　obtained　by　the　direct　methed．　The　calculation　was　done　with
a　personal　computer　PC－9801　with　double　precision　floating　number．　The　program
was　written　in　Quick　BASIC．
　　　　He　obtained　the　following　values　for　the　coefficients　Ao，　A2，　’’’’”，　As　：
　　　　　A，　：O．7104460895988；A，　：一〇．2851827012016；A，＝：O．7187244221081
　　　　　A4＝一2．1564496388019；A5二5．4113602786473；A6＝一7，9073250106009
　　　　　A，　：5．8963645405263；A，　＝＝　一1．6978115816004．　（31）
　　　The　accuracy　of　the　calculation　by　the　eighth　order　formula　and　the　eighth　order
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Fig．　2　Same　as　figure　1，　but　for　the　eighth　order　formula　and　the　eighth　order　lambda
　　　　　　iterated　formula　obtained　by　Shinozuka　（199i）6）．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t
lambda　iterated　formula　with　these　coefficients　ls　shown　in　fiqure　2．　This　is　obtained
by　the　same　process　as　figure　1．　As　is　shown　iR　figure　2，　the　accuracy　of　this　eighth
order　lambda　iterated　formula　is　better　than　that　of　this　eighth　order　formg｝a　for　T　S
1．1　and　vice　versa　for　T．〉．1．2．　The　accuracy　of　this　eighth　order　formula　for　r；1；1．1
is　±　6　．　8　×　10－6　0／o　aRd　that　of　this　eighth　erder　lambda　iter　ated　formula　for　T　S　2　．　6　is　±
1．6xIO－50／o．　This　accuracy　is　better　by　more　than　a　factor　of　10　than　that　of　the
formulae　by　Kourganoff　（1952）3）．
亙V。　T］臨eA耳》茎）r《）x量Ptka意e　Fer瓢麗畏a麗odifierk量R愈簸e　Pres£＊窺S危眠《董y
　　In　this　paper，　the　coefficients　obtained　by　Shinozuka（1991）6）have　bee難modified．
The　modificatio難is　done　according　to　the　principle　that　the　coefficients　should
m三nimize　the　following　value　ME，
　　　　　　　　　　　　　　　　　ME＝Σlqcal（Tr）一一　qex（Tr）【／s，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（32）
　　　　　　　　　　r＝1
where　q，x（のis　the　exact　q（τ）value　and　qc、蓋（τ）is　the　q（τ）value　calcu夏ated　according
to　the　approximate　formula（2）or（20）．　Hereafter，　we　represent　the　qca監（τ）calcu玉ated
accordi鍛g　to　the　eighth　order　form幾la　by　q8（τ）and　the　qcal（τ）calculated　according　to
the　eighth　order　lamb（ia　iterated　forrnula　by　qi8（τ）．
　　　The　q（τ）values　listed　in　table　l　are　chose簸as　the　exact　q（τ）values．　For　the
eighth　order　formula，29　va1縫es　forτ＞2are　chosen　as　a　sequence　of寄values，　and　for
s
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the　eighth　order　lambda　iterated　formula，　41　values　for　T＄2　are　choseR．　Thus，　the
coefficients　obtained　for　the　eighth　order　fermula　are　different　from　those　for　the
eighth　order　lambda　iterated　formula．
　　　The　coefficients　which　minimize　the　ME　value　are　obtained　iR　the　following
iterative　way．　First，　the　coefficieRts　obtained　by　Shinozuka　（1991）6）　are　chosen　as
initial　valges，　where　his　values　are　rounded　off　to　9　significant　figures．　Secondly，　the
Ao　value　minimizing　the　ME　value　is　obtained　by　calculatioR　of　the　ME　value　with
various　Ao　va｝ues，　where　the　other　Aj　values　are　kept　the　same　values．　Thirdly，　the
A2　value　minimizing　the　ME　value　is　obtained　in　the　same　way　as　for　the　Ao　value，
where　the　．new　Ao　value　is　taken　as　the　value　of　Ao．　Then，　the　A3　value　and　so　on
minimiziRg　the　ME　value　are　obtained　in　the　same　way．　The　above　process　is
repeated　until　the　Aj　value　agrees　with　that　obtained　by　the　previous　process．　The
calcglation　is　doRe　also　with　a　personal　computer　PC－9801　VM　2　with　double　precisioR
floating　number．
　　　The　followiRg　values　are　obtained　for　the　eighth　order　lambda　iterated　formula　：
　　　　　A，　：O．710446072　；　A，　＝　一〇．285182787；　A，　＝O．718724424；
　　　　　A，＝：　一2．15644963；　A，　＝5．41136028；　A，　：一7．90732501；
　　　　　A，　＝5．89636454；A，　＝＝　一1．69781157．　（33）
On　the　other　hand，　the　following　values　are　obtained　for　the　eighth　order　formula：
　　　　　A，　＝O．7iO44609　；　A，　＝　一〇．285176651；　A，　＝O．71872176　；
　　　　　A，　＝　一2．1564497　；　A，　＝5．41136028　；　A，　＝　一7．90733666　；
1　×　lerm4
　　（9／．）
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Fig．　3　Same　as　figure　1，　but　for　the　eighth　order　formula　and　the　eighth　order　lambda
　　　　　　iterated　formula　obtained　in　this　paper．
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　　　　　A，　＝5．89636447；A，　：一1．69781158．　（M）
　　　　The　accuracy　of　the　calculation　by　the　eighth　order　formula　and　the　eighth　order
Iambda　iterated　formula　with　these　coefficieRts　is　shown　iR　figure　3．　This　is　obtained
by　the　same　process　as　figure　1．　As　is　shown　in　figure　3，　the　accuracy　of　this　eighth
order　lambda　iterated　formula　is　better　thaR　that　of　this　eighth　order　formula　for　T　S
2．2　and　vice　versa　for　T；ll　2．25．　The　accuracy　of　this　eighth　order　formula　for　T）2．25
is　±2．9×10－60／o　and　that　of　this　eighth　order　larnbda　iterated　formula　for　O．015TS
2．25　is　±4．1×10m60／o．　This　acctiracy　is　better　by　more　than　a　factor　of　3　thaR　that　of
the　formulae　by　ShiRozuka　（1991）6）．
V．　Resuks　and　DiscussioR
　　　　In　this　paper，　the　coefficieRts　obtained　by　ShiRozuka　（1991）6）　have　been　modified．
With　the　modified　coefficients，　the　qis（T）　values　give　the　q（i）　values　with　the
accuracy　better　thaR　±4．1×10－60／o　for　O．OlS一　7：＄2．25，　aRd　the　qs（7）　values　give　q（T）
values　with　the　accuracy　better　than　±2．9XIOm60／o　for　T　k　2．25．　This　accuracy　is
better　by　more　than　3　and　60　than　that　of　the　formulae　by　Shinozuka　（1991）6）　and　by
Koutganoff　（1952）3），　respectively．　The　use　of　these　formulae　do　not　increase　the　time
of　calculatioR　by　more　than　25％　as　compared　with　the　formulae　by　Kourganoff
（1952）　3）．
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